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Excmo. Sr. Presidente de la Real Academia Canaria de Ciencias, Iltmos.
Sres. Académicos, Señoras y Señores:

En primer lugar, quiero expresar mi agradecimiento a la Real Academia
Canaria de Ciencias por proponerme como miembro de número. Me siento
muy honrada de formar parte de ella y espero poder estar a la altura de este
honor.

Se me presenta hoy una gran ocasión para rendir mi humilde homenaje
al que fuera el primer presidente de esta Academia, el profesor Dr. D. Nacere
Hayek Calil, a quien tanto deben los matemáticos de nuestra región. A él
dedico este discurso.

También quiero agradecer al Profesor Dr. D. José Manuel Méndez Pérez,
actual presidente de esta institución, no sólo la infinita paciencia que ha te-
nido conmigo para fijar la fecha de este discurso, sino por su trabajo por
las Matemáticas en particular y por las Ciencias en general en toda nuestra
Comunidad Autónoma.

Me gustaŕıa mostrar mi gratitud a todos los profesores que me hicieron
conocer la belleza de las Matemáticas y en particular del Álgebra. Al Dr. D.
Tomás Sánchez Giralda por haber aceptado el reto de dirigir de una tesis
a 2000Km de distancia, en una época en la que las comunicaciones no eran
iguales a las de hoy en d́ıa.

Quiero dedicar una mención especial a mis compañeros y amigos del área
de Álgebra del Departamento de Matemáticas, Estad́ıstica e I.O. de la ULL.
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Llevar el área a la situación en que está hoy en d́ıa, ha sido una labor dura,
con alegŕıas y sinsabores, pero entre todas lo hemos logrado. Dejamos el tes-
tigo a las nuevas generaciones que, además de por su excelencia académica,
destacan por su gran valor humano.

Finalmente, quiero agradecer a toda mi familia el apoyo incondicional
que me han brindado, a Bea y sobre todo a Juan (El Cálculo Fraccionario
no seŕıa el mismo sin los largos paseos por la playa del Inglés!!!!)

Cuando me encomendaron preparar este discurso de ingreso en la Aca-
demia me encontraba impartiendo la asignatura Álgebra en Ingenieŕıa In-
formática, lo que me hizo pensar sobre la implicación que esta rama de las
Matemáticas ha tenido y tiene en el mundo de la Informática y la Comuni-
caciones, tan presente en nuestras vidas hoy en d́ıa. Lo curioso fue llegar a la
conclusión de que ambas materias tienen un remoto origen común y que se
han desarrollado paralelamente con continuas influencias de una en la otra.
Por eso lo he titulado Álgebra y Algoritmos.

Abu Abdallah Muhammad ibn Mūsā al-Jwārizmī, conocido por Al-Juarismi,
fue un matemático y astrónomo nacido en Jiva, el actual Uzbekistán, que
vivió desde el año 780 hasta el 835. Al-Juarismi fue bibliotecario en la corte
del califa Al-Mamun y astrónomo en el observatorio de Bagdad. Sus trabajos
de Álgebra, Aritmética y tablas astronómicas adelantaron enormemente el
pensamiento cient́ıfico de su época.

Una de sus obras fundamentales fue “al-jebr w’al-muqabalah” (Compendio
de cálculo por compleción y comparación). En ella se exponen los elementos
claves para la resolución de ecuaciones con una incógnita que eran conoci-
dos en ese momento. Esta obra fue traducida al lat́ın, por primera vez, en
la Escuela de Traductores de Toledo por Robert de Chester y después por
Gerardo de Cremona. La versión latina del tratado de Al-Jwārizmī sobre
Álgebra fue responsable de gran parte del conocimiento matemático en la
Europa medieval. La traducción del t́ıtulo de la obra era complicado, por lo
que los traductores optaron por latinizarlo, convirtiéndolo en “aljeber” que
acabó derivando en Álgebra.
La palabra “jebr” se refiere a la operación de pasar al otro lado del igual un
término de una ecuación y la palabra “muqabala” se refiere a la simplificación
de términos. Por ejemplo, con la notación actual, dada la ecuación
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6x2 + 4 + 2x = 4x2 + 8 + 6x

Por“alhat” se tiene

3x2 + 2 + x = 2x2 + 4 + 3x

y por “almuqabala”

x2 = 2x+ 2

Otro libro de Al-Juarismi fue “De numero indiorum” (Sobre los números
hindúes). En este trabajo recoge la utilización de la numeración que denomi-
namos erróneamente arábiga, la notación decimal, y los métodos de cálculo
con dichos números. De ah́ı la palabra “guarismo” que denomina a cada uno
de los signos o cifras arábigas que expresan una cantidad. Las reglas para
hacer las operaciones aritméticas, que quedan recogidas en este libro, se de-
nominaron las reglas de Al-Juarismi y por deformación de la palabra se llegó
al término “Algoritmo”. Podemos decir por tanto que el Álgebra y los Algo-
ritmos son hijos de un mismo padre.

La palabra Algoritmo evolucionó y no sólo se usó para denominar a la
aritmética con numerales hindúes, sino que pasó a denominar a todo con-
junto de operaciones organizadas de manera lógica y ordenada que permiten
solucionar un determinado problema.

	

Abu Abdallah Muhammad ibn Mūsā al-Jwārizmī
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Me propongo en este discurso hacer un recorrido básico por la historia de
ambos términos para intentar poner de manifiesto la profunda interrelación
que existe entre ellos.

El discurso está estructurado en dos grandes apartados: Historia del Álge-
bra que comprende las Ecuaciones en una incógnita y los Sistemas de ecua-
ciones, y Algoritmos dividido en El ĺımite de lo computable, El soporte
material de los algoritmos y Comunicación y la era de los BigData

1. Historia del Álgebra

Centraremos nuestra disertación en la evolución histórica de la resolución
de ecuaciones algebraicas en una y varias variables. Omitiremos intenciona-
damente los tópicos relativos a temas como la teoŕıa algebraica de números,
las ecuaciones diofánticas, las diversas estructuras algebraicas, etc., ya que
cada uno de ellos bien podŕıa ser objeto de un estudio independiente.

1.1. Ecuaciones en una incógnita

Distinguiremos tres etapas. La primera desde los babilonios hasta 1545,
la segunda de 1545 a 1880 y la tercera de 1880 a la actualidad.

1.1.1. Primera etapa: 3000 aC.-1545

Como hemos señalado, el Álgebra nació como la parte de las Matemáticas
que estudiaba las ecuaciones polinómicas en una variable. Hoy en d́ıa, según
la Real Academia de la Lengua, el Álgebra es la parte de las Matemáticas
en la cual las operaciones aritméticas son generalizadas empleando números,
letras y signos. Cada letra o signo representa simbólicamente un número u
otra entidad matemática. Cuando alguno de los signos representa un valor
desconocido se llama incógnita.

El uso de la incógnita, en el sentido de un valor que se busca y que se des-
conoce, se remonta a los textos matemáticos más antiguos, en la época de
los babilonios y los egipcios. Para ellos las incógnitas se refeŕıan a medidas
concretas relacionadas esencialmente con la agricultura, por lo que los valo-
res de la incógnita de una ecuación que les interesaba eran sólo los positivos.
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Destaquemos aqúı como curiosidad que los babilonios (3300 a.C.) usaban un
sistema numérico en base 60, de donde procede nuestra división de horas
en minutos y segundos, aśı como del ćırculo en grados. La civilización de
Mesopotamia llegó incluso a calcular las dos ráıces de algunas ecuaciones de
segundo grado con coeficientes numéricos.

En las postrimeŕıas de la civilización griega, Diofanto de Alejandŕıa (200-284
d.C.) elaboró una aproximación a la resolución algebraica de las ecuaciones.
A él se debe la formalización del concepto matemático de incógnita, la cual
denominó “arithme”, y la simbolizó con la letra ”S”. En la introducción de
su libro titulado “Arithmetica”, Diofanto precisó las reglas algebraicas para
su manipulación, es decir que indica como adicionar, sustraer, multiplicar y
dividir expresiones que contienen su “arithme”, estableciendo las bases de
nuestro lenguaje simbólico. Aśı Siβ significa 12x, pues i simboliza 10, β el 2
y S la incógnita. Pero los métodos dados por Diofanto para la resolución de
algunas ecuaciones eran muy complejos, sólo útiles para casos muy concretos
y basados siempre en la Geometŕıa.

La principal aportación a la matemática del islam medieval, entre otros del
ya mencionado Al-Juarismi, es el haber sabido conjugar el saber de las ma-
temáticas indias y griegas, siendo capaces plantearse la manipulación de las
ecuaciones expresadas con coeficientes e incógnita, sin necesidad de acudir
al formalismo geométrico de los griegos, es decir, fueron capaces de dar un
paso en el nivel de abstracción de los cálculos matemáticos.

Al-Juarismi en su obra sobre las ecuaciones, sólo consideró la posibilidad
de que los coeficientes fueran racionales positivos y distinguió 6 tipos de
ecuaciones de grado 2. Con nuestra nomenclatura seŕıan

ax2 = bx; ax2 = b; ax2 = cx+ b; ax2 + bx = c; ax2 + c = bx; ax2 = bx+ c

ya que los coeficientes eran siempre positivos. Un disćıpulo suyo, Abu Kamil
(850-930), generalizó el estudio de estas ecuaciones al caso de coeficientes
denominados inconmensurables, nuestros actuales números irracionales. Al-
Juarismi estudió también, algunas ecuaciones de tercer grado, pero el estudio
más amplio de la matemática árabe de las ecuaciones de grado tres es debido
a Omar Khayyam (1048-1131) que utilizó un método geométrico para resol-
verlas cuando sus ráıces fueran reales, y daba además reglas para resolver las
ecuaciones cuadráticas.
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Como dijimos en la introducción, en la Escuela de Traductores de Toledo se
hizo la primera versión en lat́ın de la obra de Al-Jwārizmī, lo que conllevó
la expansión de estos conocimientos a toda Europa. A principios del siglo
XVI, a través de los textos de Leonardo de Pisa (Fibonacci), e incluso, los
de Luca Pacioli, la ciencia y la cultura de influencia italiana tuvieron acceso
a la esencia del saber árabe. Los matemáticos de entonces se apasionaron
por el Álgebra y, sobre todo, por un problema que hab́ıa quedado abierto:
encontrar un método general y exacto de resolución de la ecuación cúbica.

En 1515 Scipione del Ferro encontró para la ecuación X3 +aX = b, la cúbica
reducida, la siguiente ráız

x =
3

√√√√ b

2
+

√(
b

2

)2

+
(a

3

)3
+

3

√√√√ b

2
−

√(
b

2

)2

+
(a

3

)3
Siguiendo la costumbre de la época, Del Ferro no hizo público su descubri-
miento. Posteriormente, el también matemático italiano Niccolo Fontana, de
sobrenombre Tartaglia, estudió este mismo tipo de ecuaciones y también las
resolvió.

Veamos, con el lenguaje actual, la resolución de la cúbica:

x3 + bx2 + cx+ d = 0

Haciendo el cambio de variables x = y − b
3

(transformación de Tschirnhaus)
tenemos la ecuación:

y3 + px+ q = 0

con p = − b2

3
+ c y q = 2b3

27
− bc+ d, llamada cúbica reducida.

Haciendo y = z− p
3z

y multiplicando la ecuación resultante por z3 se obtiene
la ecuación:

(z3)2 − qz3 − p3

27
= 0

denominada “resolvente” de la cúbica. De aqúı se tiene que:

z = 3

√√√√1

2

(
−q ±

√
q2 +

4p3

27

)

Deshaciendo los cambios de variable y teniendo en cuenta las relaciones
entre las ráıces y los coeficietes de la ecuación, se llega a las tres soluciones:
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y1 = 3
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)
siendo w una ráız primitiva tercera de la unidad.

Siguiendo con la historia, Girolamo Cardano invitó a Tartaglia a su casa pa-
ra que le desvelara el secreto, bajo promesa de no hacerlo público. Pero en
1545 Cardano publicó su obra “Ars Magna”, que inclúıa las soluciones de las
ecuaciones de tercer y cuarto grado. Cardano consideró que el juramento da-
do a Tartaglia hab́ıa expirado tras obtener la información por otros medios,
aunque citaba como fuente a Tartaglia en el mencionado libro. La solución
de la ecuación de cuarto grado recogida en“Ars Magna” hab́ıa sido obtenida
por un disćıpulo de Cardano llamado Lodovico Ferrari.

La deslealtad de Cardano hacia su amigo hizo enfurecer a Tartaglia y dio lu-
gar a una anécdota curiosa vista con la perspectiva actual. Tartaglia escribió
a Cardano en repetidas ocasiones pidiéndole una explicación, pero Cardano
nunca le contestó. En su lugar, Ferrari escribió a Tartaglia retándolo a un
duelo público. Estos debates se haćıan con notario y propuestas de proble-
mas por ambos contendientes. Tartaglia no queŕıa disputar con Ferrari, ya
que lo consideraba un actor segundón, pero al final aceptó el reto. El 10 de
agosto de 1548, el esperado debate tuvo lugar en Milán, y aunque Tartaglia
teńıa experiencia y hab́ıa ganado otros debates, Ferrari teńıa un mayor cono-
cimiento de los problemas prácticos de cúbicas y sobre todo cuárticas. Esto
llevó a Tartaglia a abandonar Milán durante la noche sin esperar a concluir
el debate, declarándose vencedor finalmente a Ferrari.

Reflexionemos por un momento sobre la gran limitación que para el avance
cient́ıfico supońıa la falta de una notación adecuada, ya que la notación mo-
derna no fue más o menos desarrollada hasta 1637 por René Descartes.
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Por una parte, es interesante analizar la historia de los distintos conjuntos
numéricos. Los babilonios y egipcios usaban los enteros y racionales positi-
vos.Ya en el siglo VII a.C, los griegos descubrieron las magnitudes irracio-
nales al comparar la diagonal y el lado de un cuadrado, pero sin embargo,
no conoćıan los números negativos ni el cero, tampoco teńıan un sistema de
śımbolos literales bien desarrollado.

Fueron los indios, en el siglo V, los primeros en usar los números negati-
vos distinguiéndolos simbólicamente de los positivos, inventaron el sistema
de numeración actual y comenzaron a operar con los números irracionales
de forma semejante que con los racionales sin representarlos geométricamen-
te. Utilizaban śımbolos especiales para las operaciones algebraicas, como la
radicación, encontraron métodos para resolver ecuaciones, y descubrieron la
fórmula del binomio de Newton. Curiosamente, el testimonio más antiguo que
se conoce del uso del cero se ha encontrado recientemente y corresponde a
una inscripción en una piedra catalogada con el número K-127 que fue encon-
trada en un templo en el Sambor del ŕıo Mekong, y está fechada en el año 605.

Por otra parte, en su obra “Ars Magna”, Cardano planteó el problema de
encontrar dos números cuya suma fuese 10 y cuyo producto diese 40, es decir,
buscar las ráıces de la ecuación x2− 10x+ 40 = 0. Reconoció que no exist́ıan
esos números, pero propuso una sofisticada solución en la que imaginó un
número

√
−15 y comprobó que (5 +

√
−15)(5−

√
−15) = 40.

El término imaginario para las ráıces de números negativos fue acuñado por
R. Descartes (1637) pero fue Carl F. Gauss (1777-1855) quien les dio el
nombre de números complejos, los definió rigurosamente y los utilizó en la
demostración del Teorema Fundamental del Álgebra (1799). Posteriormente
C. Wessel en 1799 y J.R. Argand en 1806, propusieron la idea del plano com-
plejo y la representación de la unidad imaginaria i, mediante el punto (0,1)
del eje vertical.

En cuanto a los śımbolos para representar las operaciones, se sabe que los
signos + y − se empezaron a usar en Europa en 1480, si bien hasta finales del
siglo XVI no se generalizó el uso de los negativos. Sin embargo, en general, no
se aceptaba que una ecuación pudiese tener ráıces negativas hasta principios
del siglo XVII, siendo Albert Girard el primero en no tener escrúpulos en dar
ejemplos de ecuaciones que tuviesen este tipo de ráıces.

Por otra parte, el signo = empezó a usarlo Michel Recorde en 1557. El uso
del punto para separar la parte entera de la fraccionaria de un número no se
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introdujo hasta John Neper (1550-1617). El śımbolo de la ráız cúbica 3
√
x lo

introdujo Albert Girard en 1620, el śımbolo × para el producto lo introdujo
William Oughtred (1637) y el del punto Gottfried Leibniz (1698), mientras
que la notación exponencial x2, x3, ... fue dada por Descartes (1637).

Pensemos por ejemplo que Viète (1591) escrib́ıa la expresión

F.H + F.B

D + F
= E

de la siguiente forma
F in H

+F in B

D + F

 eaquabitur E

A pesar de ello, Viète fue capaz de crear un sistema de cálculo con letras,
tanto para las cantidades conocidas como para las desconocidas, lo que dio
comienzo a la que se considera hoy en d́ıa la verdadera teoŕıa de ecuaciones.
Hasta entonces el único método genérico de demostración se basaba en la obra
Elementos de Euclides, y los cálculos claves, tales como las identidades nota-
bles, se establećıan con la ayuda de consideraciones geométricas. El cálculo
con letras permitió liberar el Álgebra de estas restricciones. Finalmente en su
obra “Geometry” (1637) Descartes utilizó una notación totalmente simbóli-
ca, que esencialmente es la usada en nuestros d́ıas, y con la introducción de
la referencia cartesiana pudo demostrar teoremas geométricos mediante el
Álgebra.

1.1.2. Segunda etapa: 1545-1880

Retomando de nuevo la historia de la búsqueda de las ráıces de las ecua-
ciones polinomiales, a partir de 1545 que se conoció las soluciones de las
ecuaciones de tercer y cuarto grado, muchas eran las preguntas que perma-
nećıan sin respuesta. Analicemos algunas de ellas.

¿Toda ecuación polinomial tiene al menos una ráız, y si es aśı, de qué
tipo es?

La primera parte de la pregunta fue resuelta con el Teorema Funda-
mental del Álgebra: “ Toda ecuación polinómica con coeficientes reales
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o complejos tiene una ráız compleja”. Este teorema fue enunciado en
diversas formas desde principios del siglo XV II por Girard y Descar-
tes. Fue probado primero por d’Alembert en 1746, haciendo uso del
análisis y posteriormente por Euler con una demostración algebraica,
pero ambas demostraciones conteńıan errores. Gauss, en su tesis docto-
ral presentó un esquema de la demostración en (1799), que hoy en d́ıa
no es aceptada como válida [17]. En 1814, el contable suizo J. Argand
publicó una demostración que posiblemente sea la más simple de todas
[4]. Dos años mas tarde Gauss, siguiendo la aproximación de Euler,
dio una demostración correcta para polinomios con coeficientes reales
[18]. El definitivo teorema para polinomios con coeficientes complejos
lo estableció en 1849 en una disertación con motivo de los 50 años de
la primera demostración.

¿ Cuántas ráıces tiene un polinomio?

Descartes demostró que si a es una ráız de p(x) entonces existe un
polinomio q(x) cuyo grado es una unidad menor que el de p(x), tal que
p(x) = (x−a).q(x). Este resultado, junto con el Teorema Fundamental
del Álgebra, nos dicen que p(x) tiene tantas ráıces como indica su grado,
aunque no tienen que ser todas distintas.

¿ Se puede determinar cuando las ráıces son racionales, reales, comple-
jas, positivas?

Entre otros resultados, cabe destacar que el hecho de que todo polino-
mio de grado impar con coeficientes reales tiene una ráız real, era un
resultado aceptado en los siglos XVII y XVIII, si bien fue probado en
el siglo XIX como consecuencia del Teorema del valor medio.

Por otra parte, I. Newton demostró que todo polinomio real con una
ráız compleja a+ bi también tiene como ráız a su conjugada a− bi.
Descartes dio un algoritmo para calcular las ráıces racionales de un po-
linomio con coeficientes enteros estableciendo que si λ

µ
∈ Q es una ráız

del polinomio p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ Z[x], entonces λ divide a

a0 y µ divide a an.

Además, Descartes demostró la conocida como regla de los signos, según
la cual “El número de ráıces reales positivas de un polinomio p(x) ∈
R[x] es menor o igual al número de cambios de signo de sus coeficientes.
Además, el número de ráıces positivas y el número de cambios de signo
en la ecuación tiene la misma paridad.”
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¿ Qué relación hay entre las ráıces y los coeficientes de un polinomio?

Para las ecuaciones de grado 2 las relaciones era bien conocidas y Viète
las extendió para polinomios hasta grado 5. Newton fue el que estable-
ció el resultado para polinomios de grado arbitrario introduciendo el
importante concepto de los polinomios simétricos.

¿ Cómo se calculan las ráıces de un polinomio?

Numerosos matemáticos de reconocido prestigio como M. Rolle (1690),
E. Tschirnhaus (1708), L. Euler (1770) y E. Bezout (1770), intentaron
sin éxito obtener la expresión por radicales de las ráıces de una ecuación
de grado 5, es decir, expresar las ráıces de la ecuación en función de
sus coeficientes haciendo uso de las operaciones elementales y de la
extracción de ráıces.

Ante la ausencia de fórmulas exactas para obtener dichas ráıces, se
desarrollaron varios métodos para aproximarlas. Entre los mas impor-
tantes están el método de Newton y el de Horner, de finales del siglo
XVII y principios del XVIII, respectivamente.

En la búsqueda de las soluciones exactas mediante expresiones radica-
les fue fundamental el trabajo de Joseph Louis Lagrange “Reflexions
sur la résolution algebrique des equation” (1770) [24]. En este trabajo
Lagrange analiza los diversos métodos conocidos dados por Viète, Des-
cartes, Euler y Bezout para resolver las ecuaciones cúbicas y cuárticas.
Observó que estos métodos teńıan en común el hecho de reducir la
ecuación a otra auxiliar que llamó “resolvente”, siendo esta de grado
menor que la ecuación original.

Lagrange intentó generalizar este método a ecuaciones polinómicas de
grado arbitrario n. Para ello asoció a cada ecuación una resolvente de
la siguiente forma: si x1, x2, · · · , xn son las ráıces de f(x), y se denota
por F (x1, x2, ..., xn) al conjunto de todas las funciones racionales en las
ráıces y los coeficientes del polinomio, y1, y2, · · · , yk serán los distintos
valores que tomaban los elementos de F (x1, x2, · · · , xn) al realizar las n!
permutaciones con las ráıces. Lagrange probó que k divide a n!, definió
la resolvente como g(x) = (x− y1).(x− y2) · · · (x− yk), y demostró que
una condición necesaria para la resolución de la ecuación general de
grado n es la existencia de una resolvente de grado menor que n.

P. Ruffini usó estas ideas para dar una prueba parcial de la no resolu-
bilidad de la ecuación general de grado 5, y con la misma base, en 1824
Niels H. Abel [1] demostró definitivamente la imposibilidad de resolver
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por radicales la ecuación general de grado n ≥ 5. Es decir, no es posible
encontrar las soluciones de la ecuación general

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 = 0

para n ≥ 5, mediante expresiones por radicales en los coeficientes. El
teorema especifica que no puede resolverse por radicales cualquier ecua-
ción, pero es evidente que hay ecuaciones particulares que śı pueden
resolverse por radicales. El criterio preciso que separa aquellas ecuacio-
nes que pueden ser resueltas mediante radicales de aquellas que no, fue
dado por Évariste Galois (1830) [15]: Una ecuación polinómica en una
variable puede ser resuelta mediante radicales si y sólo si su grupo de
Galois es un grupo resoluble.

Si bien Lagrange relacionó por primera vez la resolución de ecuaciones
con las permutaciones de las ráıces, dando los primeros pasos en la
que seŕıa la teoŕıa de grupos, no consideró la posibilidad de componer
permutaciones entre si. Fue L. Cauchy quién, en su trabajo “Analyse
Algébrique ” de 1818 [10], estudió en profundidad lo que conocemos
hoy como grupo de las permutaciones, estableciendo la nomenclatura
adecuada, la composición entre ellas, y muchas de las propiedades que
poseen. Galois, conocedor de los trabajos de Lagrange y Cauchy, fue el
primero en usar el término “grupo” como colección de permutaciones
cerrada bajo la multiplicación. Asoció a cada ecuación un grupo y de-
finió los subgrupos normales, idea fundamental, ya que observó que la
existencia de la resolvente buscada por Lagrange, era equivalente a la
existencia de un subgrupo normal de ı́ndice primo.

Galois presentó tres veces su trabajo a la Academia de Ciencias de
Paŕıs, antes de morir en un duelo a la edad de 21 años, pero siempre
fue rechazado. Afortunadamente, J. Liouville encontró el trabajo de
Galois entre los papeles de la Academia y los hizo públicos en julio de
1846.

El resultado de Galois cambió en cierta forma el devenir del Álgebra.
A partir de ese momento el foco de atención de los matemáticos dejó
de estar en la resolución de ecuaciones y empezó a tomar importancia
el estudio de las estructuras comunes que poséıan distintos objetos ma-
temáticos, es decir centraron su trabajo en el estudio de las diversas
estructuras algebraicas.
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1.1.3. Tercera etapa: 1880 - 2019

El estudio del grupo de las permutaciones y la introducción del concepto
abstracto de grupo y de otras estructuras algebraicas, propició el desarrollo
de la llamada Álgebra abstracta. Como consecuencia de ello, en siglo XIX se
produjo una división en la comunidad matemática en dos tendencias, que no
siempre se llevaron bien. Por una parte estaban los algebristas “constructi-
vistas”, liderados por L. Kronecker, que créıan que un concepto matemático
no estaban bien definido hasta que se demostrara como, en cada momento,
se pueda decidir cuando la definición se verifica o no. De la misma forma, la
existencia de una cantidad sólo quedaŕıa demostrada si se da un método para
obtenerla. Por otra parte estaban los “no constructivistas”, entre los que se
encontraban J. Dedekind y G. Cantor, que sosteńıan que hab́ıa que liberarse
de las limitaciones que supone el constructivismo, herederos del punto de
vista tradicional.

La siguiente anécdota pone de manifiesto el debate que en ese momento
exist́ıa sobre los fundamentos de la Matemática. Está relacionada con la de-
mostración no constructiva dada por David Hilbert de su famoso Teorema de
la base, según el cual “Todo ideal del anillo de polinomios en varias variables
sobre un cuerpo está finitamente generado”. Hilbert envió al especialista en
teoŕıa de invariantes, Paul Gordan, su resultado, y este lo rechazó con el co-
mentario “Esto no es Matemática. Es Teoloǵıa”. Hilbert retomó el problema
original de la teoŕıa de invariantes obteniendo una construcción satisfactoria
para todos.

Ya en el siglo XX muchas voces se alzaron a favor de la visión clásica. El
profesor S.S. Abhyankar en su art́ıculo de 1976 “Historical Rambling in Al-
gebraic Geometry” [2] afirmó

El método del Álgebra de secundaria es potente, bello y accesible. No nos
abrumemos con los grupos, anillos, cuerpos, funtores y perdamos de vista la
potencia de los procesos algoŕıtmicos expĺıcitos dados por Newton, Tschirn-
hausen, Kronecker y Sylvester.

Hoy en d́ıa ambas tendencias coexisten si bien la evolución de la computación
ha potenciado el desarrollo de los procesos algoŕıtmicos.
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1.2. Sistemas de ecuaciones

Retrocedamos por un momento en la ĺınea del tiempo para fijarnos en la
evolución histórica del estudio de los sistemas de ecuaciones en varias varia-
bles, esencialmente los lineales, y de los conceptos de matriz, determinante y
rango que utilizamos hoy en d́ıa para su estudio.

La resolución simultánea de varias ecuaciones lineales en varias variables fue
ya tratado por los babilonios. Un ejemplo tomado de una tablilla babilónica,
plantea la resolución de un sistema de ecuaciones en los siguientes términos:

1/4 anchura + longitud = 7 manos
longitud + anchura = 10 manos

Para resolverlo, comienzan asignando el valor 5 a una mano y observaban
que la solución pod́ıa ser: anchura = 20, longitud = 30. Dividiendo por 5 se
tiene longitud=6 y anchura=4. También hay constancia de que usaron pro-
cedimientos de eliminación de incógnitas.

El libro ”Nueve caṕıtulos del arte matemático”, de autor chino desconocido
(siglo III a.C.), contiene en el caṕıtulo ocho la resolución de 18 problemas,
haciendo uso de unas tablas rectangulares (matrices), y de la eliminación de
incógnitas.

Entre los griegos, Diofanto resuelve también problemas en los que aparećıan
sistemas de ecuaciones, que redućıa a una ecuación lineal. Sin embargo, las
resoluciones que estudió carećıan de un método general y en cada problema
utilizó recursos a veces excesivamente ingeniosos. Lo mismo ocurrió en la
antigua matemática india.

El método de eliminación de variables se divulga en Europa por medio de
unas notas de Isaac Newton. En 1670, Newton describió el método de elimi-
nación, haciendo constar que todos los libros de Álgebra que le son conoci-
dos carećıan de una lección para la solución de ecuaciones simultáneas. La
Universidad de Cambridge, finalmente, publicó las notas como “Arithmetica
Universalis” [29] en 1707, poco después de que Newton abandonara la vida
académica. Las notas fueron ampliamente imitadas, lo que hizo que la hoy
en d́ıa denominada “eliminación de Gauss” fuera una lección estándar en los
libros de texto de Álgebra a finales del siglo XVIII. En 1810, C. Gauss ideó
un método para la eliminación en una matriz simétrica lo que llevó a media-
dos de siglo XX a confundir la autoŕıa del método general de la eliminación.

14



El primero en usar el término “matriz” fue el matemático inglés J.J. Sylvester
(1850) que definió una matriz como un “oblong arrangement of terms” (arre-
glo cuadrilongo de términos), aunque fue su amigo A. Cayley (1821-1895)
quién reconoció la importancia de ese concepto y desarrolló la teoŕıa dando
incluso el método de cálculo de la inversa de una matriz invertible.

El concepto de determinante de orden dos, en relación con los sistemas de
ecuaciones lineales, aparece ya en la obra Ars Magna de Cardano, repre-
sentando el área determinada por dos vectores en el plano. La idea general
de determinante surgió en 1683 simultáneamente en Japón y en Europa. El
japonés Takakasu Seki Kowa introduce los determinantes y ofrece métodos
generales para calcularlos basados en ejemplos concretos, siendo capaz de
calcular los determinantes de matrices cuadradas de hasta orden 5. En Eu-
ropa, el mismo año 1683, Leibniz en una carta dirigida a L’Hôpital usó el
término “resultante”, ya que el nombre “determinante” es debido a Gauss,
y probó varios resultados sobre ellos, incluida la conocida hoy como regla de
Laplace.

Haciendo uso de los determinantes, en 1730 C. Maclaurin en su “A Treati-
se of Algebra in three parts” prueba la que denominamos regla de Cramer
para sistemas pequeños 2 × 2 y 3 × 3, mientras que es el propio G. Cramer
quien enuncia la regla general para sistemas n× n en su obra “ Introduction
à l´analyse de lignes courbes algébriques” [11] (1750). Posteriormente A. L.
Cauchy, C. G. Jacobi, A. Cayley y J.J. Sylvester hicieron grandes aportacio-
nes a la teoŕıa, siendo Leopold Kronecker y Karl Weierstrass (1903) quienes
introducen la definición axiomática de determinante como la única función
multilineal alternada que toma el valor 1 en la matriz identidad.

En 1878 F. G. Frobenius publicó el art́ıculo “Uber lineare Substitutionen und
bilineare Formen ” [13] en el que introduce la noción de rango de una matriz,
lo que le permite demostrar el criterio general de resolución de un sistema
lineal de m ecuaciones y n incógnitas, propuesto anteriormente por J. E.
Rouché, que conocemos en la siguiente forma:

Consideremos el sistema AX = B, donde A es una matriz de orden
m× n, llamada de los coeficientes, X = (x1, ..., xn)t es la matriz columna de
las incógnitas y B = (b1, ..., bn)t es la de los términos independientes, A y B
con coeficientes en un cuerpo K.

El sistema tiene solución en Kn si y sólo si r(A) = r(A|B). Además si
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r(A) = r(A|B) = n la solución es única y si r(A) = r(A|B) < n, las solu-
ciones dependen de n− r(A) parámetros.

La generalización de este teorema al caso en que los coeficientes estén en un
anillo, ha sido estudiada por Steinitz [35] (1912), Camion, Levy y Mann [9]
(1972), Hermida y Sánchez Giralda [20], [21] (1984-87) y Aparicio [3] (2002) .

A partir del Teorema de Rouché-Frobenius, quedaba pendiente encontrar un
método para discutir y resolver los sistemas de ecuaciones no lineales.

En 1965, Bruno Buchberger, en su tesis doctoral, introdujo el concepto de
Bases de Gröbner (denominadas aśı en honor a su Maestro) [7]. Una base
de Gröbner es un sistema generador finito especial de un ideal del anillo de
polinomios en varias variables con coeficientes en un cuerpo (recordemos el
Teorema de la base de Hilbert, del que se dijo que era “Teoloǵıa, no Ma-
temáticas”). Además Buchberger da un algoritmo que permite el cálculo de
una Base de Gröbner por un ordenador. Este algoritmo puede ser considera-
do como una generalización al caso de varias indeterminadas de la división
euclidea y de la eliminación de Gauss para sistemas de ecuaciones lineales,
y sus aplicaciones no han dejado de crecer desde entonces, y en ramas tan
diversas como criptograf́ıa, f́ısica, ingenieŕıa, robótica, etc.

Como suele ocurrir con muchos conceptos de las Matemáticas, exist́ıan algu-
nos precedentes en la literatura de las ideas de Buchberger. Por ejemplo, en
1835 el matemático francés Labatié publicó un folleto donde haciendo uso de
la división de polinomios transformaba un sistema de ecuaciones de ecuacio-
nes polinomiales en dos incógnitas, en un conjunto de sistemas triangulares,
pero esta publicación cayó pronto en el olvido (Véase [16]). Por otra parte
el matemático ruso N. Günther introdujo una noción similar a las bases de
Gröbner en 1916, pero al publicarse solo en revisas rusas, fue desconocido
para la comunidad matemática occidental hasta que en 1987 lo rescataron
B. Reuschuch et al. [32]. Una noción análoga a las bases de Gröbner pero
para series de potencias fue introducida en 1964 por H. Hironaka [22] que las
denominó bases standar.

Analicemos con cierto detalle el trabajo de Buchberger. Consideremos el
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sistema de ecuaciones polinomiales:

f1(x1, x2, ..., xn) = 0
.
.
fm(x1, x2, .., xn) = 0

 (1)

con fi(x1, x2, ..., xn) ∈ K[x1, x2, ..., xn] con K cuerpo.

En primer lugar debemos fijar un orden en las variables, aśı a cada monomio
xα1
1 .x

α2
2 .....x

αn
n se le identifica con la n-upla (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, y se conside-

ra un orden total en Nn, por ejemplo el orden lexicográfico, llamado aśı pues
es análogo al que se usa para ordenar los libros en una biblioteca, según el
cual (a1, a2, ..., an) ≤ (b1, b2, ..., bn) si, y solo si existe i ∈ {1, 2, ..., n} tal que
aj = bj para j < i, y ai < bi. Entonces, podemos asociar a cada polinomio f
su exponente, expf , definido como la mayor n-upla de los exponentes de los
monomios que lo componen y denominar como inf al monomio correspon-
diente. Obviamente el concepto de exponente generaliza el de grado para un
polinomio en una variable. Por otra parte, si denominamos I = (f1, ..., fm)
al ideal generado por los m polinomios, se define in(I) = (inf/f ∈ I), pero
hay que tener en cuenta que en general in(I) no coincide con (inf1, ..., infm),
denominándose Base de Gröbner de I a unos polinomios g1, ..., gt ∈ I tales
que in(I) = (ing1, ..., ingt).

Por otra parte, Buchberger establece un algoritmo para dividir un polinomio
entre un conjunto ordenado de polinomios, de la siguiente forma:

Si los divisores son f1, ..., fm ∈ K[x1, x2, ..., xn] , se divide Nn en regiones
como sigue:

∆i = (expfi + Nn)− ∪j<i∆j, i = 1, ...,m

y
∆̃ = Nn − ∪mi=1∆i

entonces,

Si g ∈ K[x1, x2, ..., xn], existen unos únicos polinomios h1, ..., hm, r ∈
K[x1, x2, ..., xn] tales que g = h1f1 + ... + hmfm + r con los exponentes de
los términos de r en ∆̃ y los de los términos de hi mas el exponente de fi en
∆i.
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El algoritmo de esta división es el análogo de la división eucĺıdea para poli-
nomios en una variable.

Con estas herramientas, el algoritmo de Buchberger permite obtener unos
polinomios {g1, ..., gt} que constituyen una Base de Gröbner de I. Además el
sistema de ecuaciones original es equivalente al sistema:

g1(x1, x2, ..., xn) = 0
.
.
gt(x1, x2, ..., xn) = 0


pero este está mejor preparado que el de partida en diversos sentidos.

Si llamamos
exp(I) = ∪exp(gi) + Nn

y
∆∗ = Nn − exp(I)

se tiene un teorema análogo al de Rouché- Frobenius

Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado( por ejemplo K = C), el siste-
ma (1) tiene solución en Kn si, y solo si, ∆∗ distinto del vaćıo. El número de
soluciones del sistema (1) coincide con #∆∗ contando cada solución tantas
veces como indique su multiplicidad.

Además, si el orden monomial fijado es el lexicográfico, el algoritmo nos da
un sistema preparado al modo en que lo hace la eliminación gaussiana, es
decir el último polinomio dependerá sólo de la variable xn (en caso de que
exista), los anteriores sólo de xn−1 y xn, etc.

Por ejemplo, consideramos el sistema de ecuaciones

f1 = x3 − 3xy = 0
f2 = x2y − 2y2 + x = 0

}

Fijamos la ordenación de las variables x < y y el orden lexicográfico en N2.
Aplicando el algoritmo de Buchberger obtenemos el sistema equivalente

g1 = y5 − 2y2 + x = 0
g2 = y6 − 3y3 = 0

}
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Se tiene entonces que (1, 0) = exp(g1) y (0, 6) = exp(g2), por lo que la región
∆∗ es la que aparece en la figura (Figura 1).

Dado que el #∆∗ = 6, el sistema tiene 6 soluciones. Como g2 depende sólo
de la variable y es fácil de resolver y se tiene que las soluciones del sistema
son:

{(0, 0), (− 3
√

9,
3
√

3), (− 3
√

9w2,
3
√

3w), (− 3
√

9w,
3
√

3w2)}

siendo w la ráız primitiva tercera de la unidad y (0, 0) una ráız de multiplidad
3.

 
 

 

Figura 1

El problema que queda aún abierto, desde el punto de vista de la resolución
de los sistemas, es que se debe obtener las ráıces de polinomios dependientes
de una variable, y si su grado es mayor o igual a 5 no tenemos fórmulas para
obtenerlas. La cuestión de saber si el sistema tiene o no solución parece más
evidente. Por otra parte el algoritmo de Buchberger resulta poco eficiente ya
que la complejidad es doblemente exponencial. Han aparecido varias mejoras
de dicho algoritmo pero sin llegar a ser óptimas.
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2. Algoritmos

Hemos expuesto de forma más o menos sucinta la historia de la resolu-
ción de ecuaciones polinomiales que determina en gran medida la historia del
Álgebra, pero ¿qué se puede decir de la historia de los Algoritmos?

Como ya hemos dicho, la palabra procede del nombre del matemático árabe
Al-Juarismi. No obstante, antes de él ya se conoćıan ejemplos de algoritmos.
Uno de ellos, es el popular Algoritmo de Euclides que constituye un procedi-
miento para encontrar el máximo común divisor de dos números naturales.
Se forma una pareja con ambos números. Se dividen entre śı y se forma una
nueva pareja con el divisor y el resto, los cuales se vuelven a dividir. Aśı,
sucesivamente hasta que se consiga un resto cero. El divisor que quede en-
tonces será el máximo común divisor de ambos números.

El algoritmo de Euclides supone una regla, unas instrucciones para conseguir
un resultado, que se obtendrá siempre, sean cuales sean ambos números. Si
son muy altos, el procedimiento tendrá más pasos, nada más. Es decir, este
algoritmo consiste en realizar un pequeño número de instrucciones que se
repetirán cuantas veces sean necesarias para llegar a una conclusión.
Como curiosidad, destaquemos que ya en el siglo XIX diversos matemáti-
cos franceses se interesaron en buscar una cota para el número de divisiones
necesarias al ejecutar el algoritmo de Euclides, es decir estudiaron su com-
plejidad. Si denotamos por E(a, b) el número de divisiones necesarias para
calcular el máximo común divisor de los números naturales a > b, y por {Un}
la sucesión de Fibonacci, dada por Uo = U1 = 1 y Un+1 = Un + Un−1 para
n ≥ 1, M. Lamé (1844) [25] demostró que para un número natural m no nulo,
el menor par de números naturales u y v tales que u > v > 0 y E(u, v) = m
son u = Um+2,v = Um+1. Además, de aqúı se tiene que E(a, b) ≤ 5.log(b).

En la actualidad se considera que un algoritmo es un conjunto de instruccio-
nes para realizar una tarea, con las siguientes caracteŕısticas:

1) Precisión: un algoritmo ha de estar definido con suficiente precisión
para no albergar dudas sobre qué paso se debe seguir.

2) Simplicidad : las reglas son sencillas. Muchas veces un algoritmo, en
apariencia sencillo, se puede descomponer en algoritmos más elementales. El
de Euclides, por ejemplo, se puede descomponer en divisiones y agrupamien-
tos divisor-resto.

20



3) Finitud : el número de reglas ha de ser finito mientras que el número
de operaciones que pueden realizarse puede ser grande.

4) Carácter mecánico: es un procedimiento mecánico, automático. Un
algoritmo no requiere ninguna agudeza mental ni ingenio creativo, es algo
que cualquier persona puede hacer con sólo tener la capacidad de seguir y
obedecer reglas.

5) Procedimiento general : los algoritmos están orientados a la solución de
problemas, pero no tendŕıa mucho sentido diseñar uno para solucionar un
único problema particular (imaginemos crear un algoritmo para multiplicar
45 por 678 y nada más).El Algoritmo de Euclides soluciona todos los casos
posibles del problema de encontrar el máximo común divisor de dos números
naturales.

Sin embargo cabe destacar que en sentido amplio, un algoritmo no necesaria-
mente tienen que terminar o resolver un problema en particular. Por ejemplo,
la Criba de Eratóstenes es un algoritmo, un procedimiento, que nunca ter-
mina, salvo que se use para determinar los primos menores que un número
dado. En este sentido los algoritmos han acompañado el desarrollo de las
Matemáticas, y en particular el desarrollo del Álgebra, a lo largo de todos
los tiempos.

2.1. Los ĺımites de lo computable

No todo problema planteado con precisión puede ser solucionado median-
te un algoritmo.

A principios del siglo XVII se dispońıa ya de una simboloǵıa matemática
universal, lo que condujo a un desarrollo espectacular de la materia. Entre la
comunidad matemática de ese siglo, se generalizó entonces la idea de tratar
de encontrar un denominado “Lenguaje Universal” que permitiera utilizar
una especie de aritmética para descubrir y probar proposiciones, es decir,
obtener una formulación matemática del razonamiento.

La ambigüedad de las palabras y la diversidad de las formas sintácticas,
llevó a G.W. Leibniz a proponer los denominados “caracteres reales” que
representaran cosas e ideas y no las palabras. También propuso descomponer
los conceptos en un número restringido de conceptos simples. Los conceptos
simples constituiŕıan el alfabeto del Lenguaje Universal, se representaŕıan al
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estilo de los egipcios y chinos, y se trataŕıa de razonar con ellos como si fuesen
d́ıgitos aritméticos. A este ambicioso proyecto lo llamó “Calculus Ratiocina-
tor” e incluso llegó a establecer algunos axiomas del mismo.

Por otra parte, en 1854 el matemético inglés George Boole en su tratado “An
investigation on the Laws of Thought, on Which are Founded the Mathemati-
cal Theories of Logic and Probabilities” [6] propuso una algebraización de la
lógica, desarrollando un sistema de reglas que le permit́ıan expresar, manipu-
lar y simplificar problemas lógicos y filosóficos, cuyos argumentos admitieran
dos estados (verdadero o falso), por procedimientos matemáticos. Su Álgebra
de Boole marcó los fundamentos de la computación moderna. Boole realizó
parcialmente los sueños de Leibniz pero su sistema era aún muy limitado.
Posteriormente Gottlob Frege (1848-1925) completó el trabajo y desarrolló
lo que hoy conocemos como lógica de primer orden estableciendo sus axiomas
y reglas de inferencia.

Como consecuencia de lo anterior, las tres primera décadas del siglo XX fue-
ron una época turbulenta para las Matemáticas. Muchos autores, entre los
que se encontraba David Hilbert, pensaban que quizás todos los resultados
de las Matemáticas podŕıan obtenerse mediante manipulación simbólica a
partir de un reducido conjunto de axiomas y reglas de inferencia. El proble-
ma era dar ese conjunto de axiomas. Si se lograba tal empeño todo teorema
podŕıa obtenerse de modo mecánico aplicando una secuencia finita de pa-
sos de deducción. En 1931, el matemático austriaco Kurt Gödel presentó en
un congreso celebrado en Konisberg el famoso “Teorema de incompletitud”
[19], demostrando que existen verdades indemostrables sintácticamente en
la Aritmética de Peano, un sistema formal que combinaba los axiomas de
la lógica de primer orden y los axiomas de la Aritmética de los naturales
dada por Giussepe Peano en 1889 [30]. La pretensión de deducir simbólica-
mente todos los teoremas matemáticos a partir de una base axiomática se
veńıa abajo. Si exist́ıan verdades indemostrables sintácticamente en un siste-
ma tan simple como la Aritmética de Peano con mayor razón existiŕıan tales
verdades en el conjunto de las Matemáticas. Hab́ıa entonces que delimitar la
frontera entre los teoremas que śı pod́ıan ser demostrados mecánicamente y
los que no. Lo que se estaba buscando en el fondo era una noción precisa de
Algoritmo y las funciones que podŕıan ser calculadas mediante ellos.

El matemático inglés Alan Turing (1912-1954) trató de precisar qué se en-
tiende por procedimiento mecánico o simbólico para resolver problemas. Para
ello imaginó una máquina, de tipo conceptual, para ejecutar algoritmos, to-
mando como modelo a una persona real llevando a cabo un cálculo mecánico.
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Dichas máquinas se denominan Máquinas de Turing y constituyen un forma-
lismo para expresar cálculos, que aunque no es el único, si es el que más ha
perdurado en el tiempo. En 1936 Turing demostró que no existe una Máquina
de Turing que decida si una fórmula en la lógica de primer orden es verdadera
o falsa. Posteriormente aparecieron otros modelos de cálculo, pero se llegó a
demostrar que todos teńıan la misma potencia de cálculo que las máquinas de
Turing, por lo que se conjetura que muy probablemente no existan modelos
más potentes (conjetura de Church-Turing).

2.2. El soporte material de los algoritmos.

Los algoritmos han acompañado el desarrollo de las matemáticas a lo
largo de todos los tiempos, si bien normalmente eran ejecutados por perso-
nas utilizando papel y lápiz. Pero desde la antigüedad los humanos hemos
ideado medios para facilitar nuestra relación con los números. Por ejemplo
los incas precolombinos usaban un artilugio formado por cuerdas y nudos,
llamado “quipu”, para registrar y dejar constancia de ciertos números que
consideraban importantes.

La primera máquina de calcular conocida es el Ábaco, surgido en la civiliza-
ción babilónica hacia el 2400 a.C. La primera máquina realmente automática
para el cálculo fue construida por Wilhelm Schickard en 1623, aunque sus
diseños no fueron conocidos hasta el siglo XX. La máquina era capaz de su-
mar y restar números decimales de seis d́ıgitos y fue utilizada para ayudar
a la confección de tablas astronómicas. Independientemente, el matemáti-
co, f́ısico y filósofo francés Blaise Pascal construyó una máquina similar en
1642 para ayudar a su padre en la voluminosa contabilidad necesaria para
la recaudación de impuestos. Poco después, en 1674, Leibniz construyó otra
máquina mecánica capaz, además, de multiplicar y dividir. Incorpora un me-
canismo llamado “la rueda de Leibniz” que sobrevivió a todas las calculadoras
mecánicas posteriores hasta que estas desaparecieron hacia los años 70 del
siglo XX. Destaquemos que también Leibniz estudió en The explanation of
binary arithmetic, [27] (1703), la representación de los números en sistema
binario, ya que se necesitan pocos signos, el 0 y el 1, para representarlos.

En 1800 el ingeniero francés Joseph Jacquard diseñó un dispositivo que pod́ıa
acoplar a un telar convencional, mediante el cual los hilos de la urdimbre se
levantaban automáticamente, en una cantidad y orden preestablecido, de tal
modo que el telar tej́ıa un dibujo determinado, cambiando el color sin más
que cambiar las bobinas. Pero el dibujo no era fijo: la secuencia de acciones
necesarias para realizarlo estaba grabada en una serie de cartones perforados
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Figura 2: Rueda de Leibniz y Telar de Jaquard

unidos en forma de cinta que haćıa pasar por encima de unos sensores mecáni-
cos. Al pasar los sensores por un orificio haćıan que un vástago metálico se
levantara y elevara ciertos hilos de la urdimbre. Cambiando las perforaciones
se pod́ıa tejer diferentes dibujos. Sin tener relación con la computación hab́ıa
nacido el concepto de “programa”.

En 1833 el matemático Charles Babbage presentó su “máquina anaĺıtica:
el primer computador programable de propósito general” Babbage reconoció
que se inspiró en el telar de Jaquard, aśı sus tarjetas perforadas de opera-
ción determinaban el cálculo o algoritmo a seguir. Cambiando las tarjetas de
operandos la máquina pod́ıa llevar a cabo los mismos cálculos con datos dife-
rentes. Para diseñar los algoritmos de su máquina contó con la colaboración
de Ada A. Lovelace, quien llegó a plantearse cuestiones como la necesidad de
encontrar algoritmos que necesitaran el menor número de pasos posibles, o
la noción de bucle. Pero la máquina de Babbage no llegó a ser completada,
seguramente porque la tecnoloǵıa de la época no era capaz de construir las
piezas de la máquina, y Ada no tuvo la posibilidad de ejecutar uno solo de
sus algoritmos.

En 1890 el ingeniero Herman Hollerith construyó una máquina tabuladora
para automatizar las labores del censo en EE.UU. Dicha máquina se basaba
también en el uso de tarjetas perforadas y llevó a la empresa de Hollerith a
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convertirse en la International Busines Machine, la famosa IBM.

Con el desarrollo de la tecnoloǵıa y la electrónica, en el siglo XX tiene lugar
el nacimiento de los computadores electrónicos programables tal y como los
conocemos hoy. Cabe destacar el “Mark I” diseñado por el f́ısico Howard
Aiken que puede ser considerado como la realización electromecánica de la
máquina de Babbage. La Segunda Guerra Mundial propició la construcción
del ENIAC (1944) y de su sucesor el EDVAC, en cuya construcción intervino
el matemático húngaro John Von Neumann que sentó las bases de la arqui-
tectura de los computadores. En 1951 se construyó el primer computador
comercial, el UNIVAC. El resto de la historia tiene más que ver con la tecno-
loǵıa que con nuevos avances conceptuales. La aparición de los transistores,
de los circuitos integrados sobre una oblea de silicio, los microprocesadores
etc., y paralelamente el desarrollo de los lenguajes de programación han lle-
vado a estas máquinas al desarrollo que conocemos en nuestros d́ıas.

Pero la historia no se detiene y el desarrollo de la F́ısica cuántica ha permitido
construir los llamados ordenadores cuánticos que serán capaces de resolver
problemas que uno convencional no puede. Todav́ıa están en fase experimen-
tal, pero la velocidad a que se desarolla la tecnoloǵıa hace suponer que no se
tardará muchos años en poder verlos en las empresas o en las universidades.

2.3. Comunicación y la era de los BigData

Si el siglo XX fue testigo de la revolución debida a los ordenadores, el
siglo XXI está siendo el siglo de los Algoritmos.

En 1948, el matemático Claude Shannon publicó “A Mathematical Theory
of Communication” [33], en la que estudia las leyes matemáticas que rigen
la transmisión y el procesamiento de la información, sentando las bases de
la comunicaciones actuales.

Analicemos en primer lugar algunos aspectos relacionados con la transmi-
sión de datos. La apertura de la red World Wide Web a todo el mundo en
1993, ya que para uso militar se creó en 1969, ha conducido al uso masivo
que hacemos hoy en d́ıa de las comunicaciones digitales, y ha dado lugar
a un número creciente de problemas de seguridad. Las transacciones que se
realizan a través de la red pueden ser interceptadas, y por tanto, la seguridad
de la información transmitida debe garantizarse. Este desaf́ıo es la razón del
desarrollo espectacular de la Criptograf́ıa, la parte de la Criptoloǵıa que se
encarga del estudio de los algoritmos, protocolos y sistemas, que se utilizan
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para proteger la información y dotar de seguridad a las comunicaciones y a
las entidades que se comunican.

Una forma de evaluar la seguridad de los sistemas criptográficos, es medir
la cantidad de trabajo computacional requerido para romperlo. Para ello se
estudia la complejidad computacional de los mejores métodos conocidos has-
ta el momento para realizar esa tarea. En función de los resultados de este
estudio y del poder computacional ĺımite estimado para el posible atacante,
se decide si esa cantidad de trabajo es realizable. Si ese trabajo no es reali-
zable se dice que el sistema es seguro desde un punto de vista computacional.

Existen en la actualidad muchos sistemas para proteger la información y
dotar de seguridad a las comunicaciones. Uno de ellos se denomina “Crip-
tograf́ıa de clave pública” o “Criptograf́ıa asimétrica”. Se denomina aśı a
aquellos sistemas criptográficos que se apoyan en el uso de parejas de claves,
compuesta por una clave pública, que sirve para cifrar, y por una clave pri-
vada, que sirve para descifrar.

Uno de ellos es el RSA, ideado por Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adle-
man, del Instituto Tecnológico de Massachusetts (MIT), en 1977. Este siste-
ma se basa en la dificultad que entraña la factorización de números enteros,
sobre todo cuando es producto de números primos muy grandes (> 10300).
Veamos los fundamentos matemáticos de dicho sistema:

Supongamos que Alicia quiere enviar a Borja un mensaje secreto
que solo él pueda leer. Borja elige dos números primos distintos
p, q y calcula n = pq. Entonces escoge un entero positivo e que sea
menor y coprimo con φ(n) = (p−1)(q−1). Calcula el inverso d de
e en Zφ(n) mediante el Algoritmo de Euclides extendido. La clave
pública será (n, e) que Borja env́ıa a Alicia y la clave privada
será (n, d). Aśı Alicia transforma su mensaje M en un número
m < n mediante un protocolo reversible acordado de antemano,
y obtiene c = me(mod n). Borja al recibir c descifra el mensaje
haciendo simplemente m = cd(mod n), como afirma el Teorema
de Euler.

Al igual que el RSA, la seguridad de muchos de los algoritmos de la cripto-
graf́ıa asimétrica están basados en la complejidad de los métodos conocidos
para el cálculo de factorización de enteros. Sin embargo ya existe algorit-
mos como el de Shor [34] que haciendo uso de un ordenador cuántico seŕıa
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capaz de realizar en tiempo razonable dicha factorización. Por ello, en la
actualidad se trabaja en la búsqueda de nuevos algoritmos de encriptación
postcuánticos, y en ellos de nuevo el Álgebra tiene mucho que aportar [28].

En cuanto al procesamiento de datos, hay varios aspectos a considerar. Por
una parte está el problema del almacenamiento de datos y por otra cómo
organizarlos para facilitar el acceso a ellos.

En 1999 Michael Cox y David Ellsworth, investigadores de la NASA, emplea-
ron por primera vez el término “Big Data” en referencia al almacenamiento
de grandes cantidades de datos y a los procedimientos usados para encontrar
patrones repetitivos dentro de esos datos. Afirmaron que el ritmo de creci-
miento de los datos empezaba a ser un problema para los sistemas informáti-
cos actuales. Según la agencia Deloitte, desde el comienzo de la humanidad
hasta 2003 se generaron dos exabytes de información. Para hacernos una idea
de la cantidad que esto supone, tomemos como unidad el byte (B). Entonces:

1 Kilobyte = 210 B = 1024 B (KB)
1 Megabyte = 220 B = 1 048 576 B (MB)
1 Gigabyte = 230 B = 1 073 741 824 B (GB)
1 Terabyte = 240 B = 1 099 511 627 776B (TB)
1 Petabyte = 250 B = 1 125 899 906 842 624 B (PB)
1 Exabyte = 260 B = 1 152 921 504 606 846 976 B (EB)
1 Zettabyte = 270 B = 1 180 591 620 717 411 303 424 B (ZB)
1 Yottabyte = 280 B = 1 208 925 819 614 629 174 706 176 (YB)

Pues bien, en 2011 se creó esos dos exabytes de información en dos d́ıas y en
2019 se tarda menos de diez minutos. En cada momento se está almacenando
cantidades enormes de información: la posición de los aviones, las transac-
ciones bancarias, etc. A nivel personal, cada vez que enviamos un correo
electrónico, cada vez que entramos en una red social, cada vez que hacemos
una búsqueda en internet, cuando usamos el Googlemap, etc. estamos dejan-
do una huella digital. Se puede decir que estamos creando una copia digital
de nuestro mundo. Pero, ¿para qué sirve almacenar esa cantidad ingente de
datos?

Ya en 1999, Kevin Ashton, cofundador del Auto-ID Center del MIT, acuñó
el término “Internet de las cosas” o “IoT”, por sus siglas en inglés. Ashton
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dijo que

“Si tuviésemos ordenadores que fuesen capaces de saber todo lo que pu-
diese saberse de cualquier cosa usando datos recolectados sin intervención
humana seŕıamos capaces de hacer seguimiento detallado de todo, y poder
reducir de forma importante los costes y malos usos. Sabŕıamos cuando las
cosas necesitan ser reparadas, cambiadas o recuperadas, incluso si están fres-
cas o pasadas de fecha. El Internet de las Cosas tiene el potencial de cambiar
el mundo como ya lo hizo Internet. O incluso más.”

La importancia de los datos reside en que se han elaborado algoritmos capa-
ces de crear conocimiento a partir de ellos. Con la potencia de cálculo actual,
los algoritmos son capaces de aprender en minutos patrones de conducta que
a un ser humano le llevaŕıa años o toda una vida encontrar.

El uso de este conocimiento generado por los algoritmos no está exento de
riesgos relacionados con la ética. Un algoritmo puede ser en śı mismo discri-
minatorio, depende de su autor, o el conocimiento que genera puede ser mal
utilizado, o entrar en conflicto con los derechos individuales. El problema es
que la técnica está evolucionando mucho más rápido que la leyes. Es bien
conocido el caso de la empresa Cambridge Analytica, que al combinar la pre-
cisión del análisis de datos con los conocimientos de la psicoloǵıa conductual
y lo mejor de la tecnoloǵıa publicitaria con segmentación individualizada,
ofrece a sus clientes ideas sobre el comportamiento de los consumidores o
de los votantes para que se les dirijan anuncios personalizados a través de
múltiples plataformas.

Como afirma Miguel Angel Garćıa Vega, periodista de El Páıs, queramos o
no “los algoritmos son la esencia de la economı́a digital y el futuro es un
vendaval con las ventanas abiertas”

La historia acaba de empezar. Las Matemáticas, por muy abstractas que
nos parezcan, ayudan a las otras Ciencias y viceversa, muchos logros de las
Matemáticas no se habŕıan obtenido sin el impulso de aquellas. El futuro
está por escribirse y en él, el Álgebra y los Algoritmos seguirán teniendo
gran importancia.
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Groendhal, Christiania, 1824.

[2] Abhyankar, S.S. Historical Rambling in Algebraic Geometry, American
Math. Monthly, 83(6), 409 - 448, 1976.

[3] Aparicio, J.J. Ecuaciones lineales y anillos conmutativos, Extracta Math.
17(2), 247-257, 2002.

[4] Argand, J.R. Réflexions sur la nouvelle théorie d’analyse, Paŕıs, 1814.
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